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Séance 3 - Séries de fonctions

Exercice 1. Pour θ ∈ R et n ∈ N?, on pose

un(θ) =
einθ

n
.

a) Montrer que pour tout n ∈ N?, la fonction un est 2π-périodique.

b) Montrer que pour tout compact K ⊂]0, 2π[, il existe α ∈]0, π[ tel que

K ⊂ [α, 2π − α] ⊂]0, 2π[.

c) Montrer que la série de fonctions de terme général un converge uniformément sur tout
compact de ]0, 2π[. La convergence de cette série est-elle normale sur l'un de ces com-
pacts ?

d) Montrer que la somme de cette série est une fonction continue sur R \ 2πZ.

Exercice 2. Soit β > 0. On pose pour n ∈ N et x ∈ R,

un :

(
R → R

x 7→ e−βn cos(nx)

)
.

a) Montrer que pour tout n ∈ N la fonction un est de classe C∞ sur R.
b) Montrer 1 que pour tout n, p ∈ N,

‖u(p)n ‖∞ = npe−βn.

c) En déduire que la somme S de la série de terme général un dé�nit une fonction de classe
C∞ sur R et exprimer pour tout p ∈ N la fonction S(p) comme la somme d'une série de
fonctions.

Exercice 3. Règle de D'Alembert On se donne une suite complexe (an) qui ne s'annule
pas à partir d'un certain rang. On suppose que∣∣∣an+1

an

∣∣∣ −→ ` ∈ [0,+∞].

Nous allons montrer que, dans ce cas, le rayon R de la série de puissances
∑+∞

n=0 anz
n est

exactement 1/`.

1. avec la convention que 00 = 1 lorsque p = n = 0.
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a) On suppose que ` = 0. Montrer que

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N?, ∀n ≥ Nε, |an|1/n ≤ |aNε |1/nε
n−Nε
n .

En déduire que lim supn→+∞ |an|1/n = 0, puis que R = +∞.

b) On suppose que ` ∈]0,+∞[. Montrer que

∀ε ∈]0, `[, ∃Nε ∈ N?, ∀n ≥ Nε, |aNε |1/n(`− ε)
n−Nε
n ≤ |an|1/n ≤ |aNε|1/n(`+ ε)

n−Nε
n .

En déduire que la suite (|an|1/n)n≥1 converge vers `, puis que R = 1/`.

c) On suppose que ` = +∞. Montrer que

∀A > 0, ∃NA ∈ N?, ∀n ≥ NA, |aNA|1/nA
n−NA
n ≤ |an|1/n.

En déduire que (|an|1/n)n∈N? converge vers +∞, puis que R = 0.

Exercice 4. Déterminer le rayon de la série de puissances
∑+∞

n=0 anz
n lorsque les nombres

complexes an véri�ent les propriétés suivantes :

a) La suite (an)n∈N converge vers une limite ` ∈ C?.

b) La suite (an)n∈N est périodique.

c) Pour n ≥ 1, an = nn

n!
.

d) Pour 0 < a < b, et n ∈ N, a2n = an et a2n+1 = bn.

e) Pour n ≥ 2, an = (lnn)− lnn.

f) Pour n ∈ N, an = e
√
n.

g) Pour n ≥ 1, an = (
√
n)−

√
n.

h) Pour n ≥ 1, an =
(
1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n

)lnn
.

i) Pour n ∈ N, an = e(n+1)2 − e(n−1)2.

Exercice 5. On �xe d ∈ N?. On se donne A ∈Md(C). On considère la série de puissances∑+∞
n=0A

nzn. Déterminer le rayon de cette série de puissances lorsque

a) La matrice A est diagonale.

b) La matrice A est diagonalisable.

c) La matrice A est triangulaire.

d) La matrice A est quelconque dansMd(C).

Exercice 6. Pour α > 0, on dé�nit la série de fonctions de terme général

un(x) = e−n
α

einx,

pour x ∈ R et n ∈ N.
a) Montrer que S =

∑+∞
n=0 un dé�nit une fonction 2π-périodique de classe C∞ sur R et

exprimer les dérivées de S comme la somme d'une série.

b) On suppose α ≥ 1. Montrer que la série de Taylor de S en 0 converge vers S sur un
voisinage de 0. En déduire que S est réelle-analytique.

c) On suppose que α < 1. Montrer que le rayon de la série de Taylor de S en 0 est nul.
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